Kapitola 1

POJEM FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

S funk¢ni zavislosti se setkdvame nejen v ptirodnich a technickych védach, ale i vSude kolem
sebe. Spotfeba benzinu zavisi na poctu ujetych kilometrt, velikost zisku souvisi s poctem
prodanych vyrobkt atd. Funkéni zavislost vyjadiuje, jak hodnota jedné veliCiny zavisi nebo
ovlivituje druhou veli¢inu. Popisem, co to funkce je a jaké ma vlastnosti, jakymi zptsoby je
mozné funkci zadat a vytvaret nové funkce, se budeme zabyvat v této ivodni kapitole.

Pted studiem této kapitoly si zopakujte mnozinové pojmy, Operace s mnozinami & mnoziny
realnych ¢isel, zvlasté pak intervaly. Nékteré z uvedenych pojmi jsou popsany v Ptiloze.

1.1 Definice funkce, graf funkce

Funkce jedné proménné

Definice 1.1.: Necht’ D a H jsou neprazdné mnoziny realnych ¢isel. Funkci f realné proménné
X nazyvame pravidlo, které kazdému ¢islu x € D pfifazuje pravé jedno Cislo y € H. PiSeme

pak y = f(x).

Cislo x € D se nazyva nezavisle proménnéd nebo argument funkce, ¢islo y € H se nazyva za-

visle proménna nebo funkcni hodnota.
Mnozina D se nazyva defini¢ni obor. Neni-li pfi zadavani funkce uvedeno jinak, je to mnozi-
na ¢isel, pro ktera ma dana funkce smysl. Defini¢ni obor funkce y = f(x) se zna¢i D(f).

Mnozina ¢isel y € H, ke kterym existuje x € D tak, ze y = f(x), se nazyva obor hodnot. Pro
funkci y = f(x) se zna¢i H(f).

Urcovani defini¢niho oboru
Defini¢ni obor funkce y = f(x) urCujeme jako mnozinu vSech redlnych ¢isel, pro ktera lze

provést vSechny pocetni operace uvedené v rovnici funkce.
Priklad 1.1.

Urcete defini¢ni obor funkce: a) f:y =

3 7 b) g:y=+x+3.

2
Reseni: a) ProtoZe nelze délit nulou, pat?i do defini¢niho oboru funkce f v§echna realna Cisla,
pro kterd je x> —4 # 0. Tedy definiénim oborem je mnoZina D(f) =R\ {— 2, 2}.

b) Protoze druhd odmocnina z redlného cisla je definovana pouze pro nezéporna Cisla, patii
do defini¢niho oboru funkce g vsechna realna ¢isla, pro ktera plati x+3 > 0. Tedy dana funk-

ce m4 defini¢ni obor D(g) = (—3,).




Matematika

Funkce f je tedy predpis, ktery kazdému ¢islu x z definiéniho oboru pfifadi prave jedno realné
¢islo y = f(x). Tento piedpis je nejcastéji zadan vzorcem, napf. y =x’ +1. Pokud takovy
vzorec neexistuje, je mozné funkci zadat i jinym zptusobem. Kazdy z téchto zpisobti ma své
prednosti a nevyhody.

Je-li funkce zadana naptiklad grafem, je dobie vidét vyvoj funkénich hodnot se zménou pro-
meénné X, ale neni mozné z grafu urcit presnou funkéni hodnotu v konkrétnim bodé.

Je-li funkce zadana tabulkou, zndme hodnoty funkce pro nékolik danych hodnot proménné X,
ale neumime urc¢it funkéni hodnoty pro jiné hodnoty proménné.

Zpisoby zadani funkce

e Funkce zadané rovnici

a) explicitni rovnici y = f(x)

Predpis, kterym je kazdému x € R pfifazeno Cislo 2x—1, je pfiklad funkce definované na
mnozin€ R implicitni rovnici. PiSeme nejcastéji f:y =2x—1.

Dalsi piiklady funkci g:y=3x, h:y=2x>-3x+1, k:y=+2x-1.

b) implicitni rovnici F(x,y) =0

V piipad¢ implicitné zadané funkce neni proménna y vyjadiena samostatn¢. Tak je tomu na-
piiklad u funkce x> —2x+1+y=0. U této funkce viak mizeme proménnou y vyjadfit ve
tvaru y=2x—x>—1.

U nékterych implicitnich funkci vSak proménnou Yy vyjadfit neni mozné. Tak je tomu napii-

klad u funkce ¥ +y—y* =0.

Dalsi zptisoby zadani funkce rovnici.
Funk¢ni predpis mize byt vyjadien i nékolika vzorci, naptiklad :
l+xproxe (O,oo),
y= 0prox=0,
l-xproxe (— oo,O).

V nékterych ptipadech mize byt funkce zadana piimo vyctem funk¢nich hodnot pro vSechny
hodnoty argumentu. Napiiklad funkce, kterou oznacujeme sgn x (¢ti signum X) je definovana
lprox >0,
predpisem: sgnx =4 0 prox =0,
—1prox<0.

¢ Funkce zadané slovnim piedpisem

Funkci g:y =3x lze zadat i slovné tak, ze kazdému realnému Cislu X je pfifazen jeho trojna-
sobek.

Dalsi priklady funkci zadané slovnim ptedpisem:

Draha rovnomérného piimocarého pohybu je rovna soucinu rychlosti a ¢asu.

Proud ve vodi¢i je pfimo imérny napéti na koncich vodice a neptimo imérny odporu vodice.
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¢ Funkce zadané tabulkou
V nésledujici tabulce jsou uvedena experimentalné zjisténa data o tom, jaké mnozstvi Glaube-
rovy soli je mozno rozpustit ve 100 gramech vody v zavislosti na teploté.

t
e

0|10| 20 [30({40| 50 | 60 |70| 80 | 90 | 100

E 5,419,2116,1|{34|50(47,845,6|44|43,2/42,642,1

Je-li defini¢ni obor konecny, je mozné i pomoci tabulky popsat funkci vycerpavajicim zpaso-
bem. Omezime-li napiiklad u funkce g:y =3x defini¢ni obor podminkou, ze kazdému pfiro-
zenému ¢islu X mensimu nez 7 je pfifazen jeho trojnasobek, mizeme tuto funkci zadat tabul-
kou :

e Funkce zadané graficky

Graf funkce

Definice 1.2.: Graf funkce y = f(x) s defini¢nim oborem D(f) je mnozina vSech bodi v rovi-
né o soufadnicich [x, f(x)], kde x € D(f).

Piiklady grafi funkci
Funkci graficky zobrazujeme v pravouhlé (kartézské) soufadnicové soustavé s pocatkem O a
se dvéma navzajem kolmymi osami X, y. Na obrazcich jsou ptiklady né¢kolika funkci zadanych

graficky :
y Sy
3..
1 O
2_.
1 3 2 -10 1 2 3 X




Matematika

Naopak nasledujici grafy nezobrazuji funkce, protoze nevyhovuji definici funkce. K nékterym
hodnotdm proménné X jsou totiz ptifazeny dveé nebo i1 vice hodnot proménné y.

2“y 2..y

3 2 Jio 1 2 3 x 3 2 \-1 o0 1] 2 3 x
-1t —1t+
21 21

Znalosti o funkénich zavislostech a jejich grafech lze vyuzit pfi feSeni praktickych problémd,
jak ukazuje nasledujici tloha.

Priklad 1.2.

Telefonni spole¢nost nabizela n¢kolik cenovych programii. Rozhodujeme se mezi dvémi na-
bidkami:

MINI, kdy platime mé&si€ni pausal 190 K¢, volny kredit je 90 K¢ a minuta mistniho volani ve
Spicce stoji 2,80 K&, mimo Spicku 1,40 K¢.

STANDARD, kdy je mési¢ni pausal 299 K¢, volny kredit 90 K¢ a mistni volani je o polovinu
levnéjsi nez u MINI.

Z ptedchozich mési¢nich vypisti mame zjisténo, ze nase hovory ve Spi¢ce a mimo Spicku jsou
Vv poméru 1:2. Ktera z nabidek je pro nas vyhodné;jsi?

Reseni: Zavislost mési¢niho poplatku y na poétu provolanych minut t je dana linearni funkci
tvaru y=ar+5b.
V nabidee MINI je y =2.8- é +2.14- % +190-90, odtud po tpravé f, : y = %r +100.

V nabidce STANDARD platime y =1,4- é £2.0,7- é +299-90, odtud f, : y = %r +209.

Na obrazku jsou funkce f, a f, graficky znazornéné. Hodnota ¢, udava pocet provolanych

minut, kdy jsou poplatky vyrovnané. Ur¢ime ji jako prvni soufadnici prise¢ikd obou piimek:

%zk +100 = %tk +209. Tedy ¢, =116,78 minut.

A
yicena) ,.ﬁf---'}';
209
100

Provolame-li tedy mésicné méné nez 117 minut, je pro nas vyhodné&jsi nabidka MINI,
V opacném piipadé je vyhodnéjsi nabidka STANDARD.
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Ulohy 1.1.

Poznamka: V ulohach této kapitoly se vyskytuji funkce, které jsou standardné na stfedni sko-
le probirané. Pokud si je ale potiebujete pfipomenout, vrat'te se K vyfeseni prislusnych tloh az
po prostudovani podkapitoly 1.2., ve které budou tyto funkce podrobné popsany.

1. Rozhodnéte, zda je zadanou rovnici ur¢ena funkce:

a) x—y° =0, b)x*+)y*-4=0, ¢) x’+y+1=0, d) y =sinx,

e) y:|x—1|, f) y:2.cos[x—§j, 0) y:—logz(x—8), h)x=[%} :

2. Urcete funkéni hodnotu funkce f pro dané x € R:

4
a)f:y=\/2—3x,xe{—Z,O,%,l,}, b)f:y=" Soxe —4,—2,0,% ,

X+
) 1 3
C) f:y=[2x" —4x+3,xe =202, d) f:3 =x,xe{-10,12}.
3. Urcete defini¢ni obor funkce:

Q) f:y=x"-5x+6, d) f,:y=v4-x", b) f,:y= 4

x> +3’
x—1 sinx —sin® x
e) fi:y=log(x+5), ¢ fiiy="no, f) foiy=-———.
x+3 COSX —COS” X
4. Urcete funkeci, kterad vyjadiuje zavislost obsahu S rovnostranného trojiihelnika na délce jeho
strany a.

5. Mame turistickou mapu v méfitku 1:50 000. NapiSte rovnici funkce, ktera vyjadiuje zavis-
lost skute¢né vzdalenosti y na jejim rozméru X vV mapé¢. Pak urcete:

a) Jak velka je ve skute¢nosti vzdalenost, kterd je na map¢ znadzornéna tseckou délky 2 cm.

b) Jaky je ve skuteCnosti obsah Ctvercového pozemku, ktery ma na mapé stranu dlouhou
a=2,6cm.

6. Uvazujte mnozinu funkci f:y = 0,5x + b, kde b € R je parametr. Najdéte vSechny hodnoty
parametru b tak, aby pfislusné funkce pro x e <— 3,0> nabyvaly funk¢ni hodnoty z intervalu
(—4,7).

Vysledky uloh 1.1.
1.a)ne, b)ne, c)ano, d)ano, e)ano, f)ano, g)ano, h)ano.

2.a) f(-2)=2v2, f(0)=+2, f@j:o, £(1) neexistuje.
b) f(-4)=-6, f(-2) neexistuje, /(0)=-2, f(%]z%
) f(—%jzl—;, £0)=3. 12)=5. f{ %}2«%,

d) f(~1) neexistuje, /(0) neexistuje, /(1)=0, f(2)=log,~2.

3.a) D(f,)=R, b) D(f,)=R, c) D(f;)=R\ {3}, d) D(f,)=(-2.2),
&) D(f.)=(=5.2), § D 6)=R\{k~%,keZ}.

4, S=§a2, 5. y=50000x, a) 1km, b)169km?*, 6. be<—%,7>.



Matematika
1.2 Vlastnosti funkce

Rovnost funkei

Definice 1.3.: Funkce f(x)a g(x) se rovnaji prave tehdy, kdyz maji stejné defini¢ni obory,
a pro vSechna x € D(f)(=D(g)) plati f(x)=g(x).

Piiklad 1.3.
2
Rozhodnéte, zda se rovnaji funkce f:y = al
X

+1

ag:y=x—1.

C(x=D(x+1)
x+1
funkce f(x)a g(x) nerovnaji. Maji totiz rizné defini¢ni obory. Defini¢nim oborem funkce

f(x) je mnozina D(f) =R\ {— l}, ale defini¢nim oborem funkce g(x) je mnozina D(g)=R.

ReSeni: Pro viechna ¢isla x z D(f) plati f (x) x—1=g(x). Presto se vSak

Sudost a lichost funkce

Definice 1.4.: Funkce y = f(x) s definicnim oborem D(f) = (—a,a), kde a > 0, se nazyva :
e sud4, kdyZ pro kazdé x € D(f) plati f(—x) = f(x),
e lich4, kdyz pro kazdé x € D(f) plati f(—x)=—f(x).

Sudost a lichost funkce je mozné urcit na zaklad¢ grafu. Graf sudé funkce je soumérny podle
osy Yy, graf liché funkce je soumérny podle poc¢atku.

Piiklady sudé a liché funkce

Graf sudé funkce f:y=x’ Graf liché funkce g:y=x’
y |
]..
| 5
\ 1 5 5 2 3 x
32 1o 1 2 3 x

Priklad 1.4.
, 3 sin x
Jsou dény funkce: a) f:y=3x"—-x, b)g:y= , C h:y=2x+1.
X

Rozhodnéte pomoci definice, zda jsou tyto funkce suda nebo liché.

ReSeni: Pro kazdou z funkci vypoéitame hodnotu v bodé —x a porovname ji s funkéni hodno-
tou v bodé Xx.

a) Plati: f(—x)=3(-x)* —=(—x) = 3x> +x =—(3x° —x) = —f(x), tedy f je licha funkce.

b) Plati g(—x)= sin-x)_ ~sinx _ sinx _ g(x), tedy g je suda funkce.
X

c) Plati A(—x)=2(~x)+1=—-2x+1=—(2x—1)# A(x), h tedy neni ani sud4 ani licha funkce.
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Periodi¢nost funkce

Definice 1.5.: Funkci y = f(x) nazyvame periodickou s periodou peR"™ voboru D(f),

ktery s kazdym bodem X obsahuje i bod x = p, jestlize pro kazdé ¢islo x € D(f) plati vztah

Sx+p)=rfx).

Funk¢ni hodnoty periodickych funkei se tedy pravidelné opakuji.

Priklad periodické funkce

7\

/D

-2n 312

Funkce y =cosx je periodicka s periodou 27 .

21

Také funkce y =sinx je periodicka s periodou 27 , zatimco goniometrické funkce y =tgx a

y = cotgx jsou periodické s periodou 7.

Monotonnost funkce

Definice 1.6.: O funkci y = f(x) s defini¢énim oborem D( /) tikame, Ze je na tomto oboru

rostouci, kdyz pro libovolna ¢isla x, <x, € D(f) plati f(x,)< f(x,),
klesajici, kdyz pro libovolna Cisla x, < x, € D(f) plati f(x,)> f(x,),
neklesajici, kdyz pro libovolna ¢isla x, < x, € D(f) plati f(x,) < f(x,),
nerostouci, kdyz pro libovolna ¢islax, < x, € D(f) plati f(x,) > f(x,).

Ma-1i funkce pouze jednu z uvedenych vlastnosti, nazyva se monotdnni.

Ma-li funkce pouze jednu z prvnich dvou vlastnosti, nazyva se ryze monotonni.

Priklady monoténnich funkci

LY

Funkceg:y= |x + 1| —|1 —x| je neklesajici.
Podle definice jde o funkci monotonni.

y
2..

3 2 -1 o0 1 2 x
_1+

Funkce f:y=2" je rostouci.
Podle definice jde o funkci ryze monoténni.

Monotonnost funkce se nau¢ime pozdéji vysetrovat s vyuzitim derivace funkce.




Matematika

Prosta funkce

Definice 1.7.: Funkce y = f(x) s definiénim oborem D(f) je prosta, kdyz pro libovolna
Cisla x,,x, e D(f), pro kterd je x, #x,, plati f(x,)# f(x,).

Priklad prosté funkce

31y y
o 3
1 !
123X 1
3 2 -1 0 123X

1+

1 . , 1 . .

Funkce f:y=— je prosta. Funkce g:y=—; neni prosta.

X X

Vztah mezi prostou a monotonni funkci.

Prosta funkce nabyva kazdé své funkcni hodnoty prave jednou.

Kazda ryze monoténni funkce je prostd, protoZze pro dvé libovolna cisla, pro kterd
x, <x,, kde x,,x, € D(f) plati f(x)< f(x;) nebo f(x)> f(x,), tedy f(x))#= f(x,).
Opacné tvrzeni ale neplati, protoze prosta funkce nemusi byt ryze monotonni, jak ukazuje
nasledujici obrazek :

Kladna a zaporna funkce

Definice 1.8.: O funkci y = f(x) s defini¢nim oborem D(f) fikdme, Ze je na tomto oboru
e kladna, jestlize pro kazdé ¢islo x € D(f) plati f(x)>0,

e zaporna, jestlize pro kazdé ¢islo x e D(f") plati f(x)<O0,

e nekladnd, jestlize pro kazdé cislo x € D(f) plati f(x)<0,

e nezapornd, jestlize pro kazdé Cislo x € D(f") plati f(x)=>0.

Priklad 1.5.
x+3

Rozhodnéte, kde je funkce f:y = ve svém defini¢énim oboru kladné a kde je zaporna.

ReSeni: Defini¢ni obor dané funkce je mnozina D(f)=R\{1}.

x+3

Funkce je kladna, je-li > 0. Podil je kladny, pokud citatel i jmenovatel je kladny nebo

X—
pokud citatel 1 jmenovatel je zdporny.
(x+3)x-1)>0=(x+3>0Ax-1>0)v(x+3<0Ax—-1<0) =

<:>(x>—3/\x>l)v(x<—3/\x<l)<:>x>lvx<—3<:>xe(—oo,—3)u(l,+oo).
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Funkce je zaporna, je-li X—JFT < 0. Podil je zaporny, pokud Citatel a jmenovatel maji riizna

znaménka.
(x+3Mx-1)<0=(x+3>0Ax—-1<0)v(x+3<0Ax-1>0)=
<:>(x>—3/\x<l)v(x<—3/\x>1)<:>xe(—3,l)vxe{ }<:>xe(—3,l).

Pro x =-3 je funk¢ni hodnota rovna 0, tedy v tomto bod¢ graf funkce protina osu .

Ohraniéena funkce

Definice 1.9.: O funkci y = f(x) s definiénim oborem D( /) tfikdme, Ze je na tomto oboru

e oOhraniCena shora (zdola), jestlize existuje takové cislo H (D), Ze pro vSechna Ccisla
xeD(f) plati f(x)<H (f(x)=D),

e ohraniCena, je-li ohranicena shora i zdola. V opa¢ném piipadé se funkce nazyva neohrani-
¢ena.

Priklady na ohrani¢enost funkce

¥ 0 D=0 X 2 ) 0 X
Funkce y = .. je ohrani¢ena. Funkce y = |x + 1| je ohrani¢ena zdola.
+Xx
y Iy
5l 4
H=1 3
t 2
/ \ X 1 /
0 ! 2 01 2 3 4 5
—1+ -1
-2
24 _3
Funkce y = —x* +1 je ohrani¢ena shora. Funkce y =log, x je neohrani¢ena.

Priklad 1.6.
Ukazte, ze funkce f:y =sinx je ve svém definiénim oboru ohranic¢ena.
Reseni: Pro viechna ¢&isla x z defini¢niho oboru D(f) =R plati sinx>—1, tedy funkce je

ohrani¢ena zdola. Pro vSechna Cisla X z defini¢niho oboru plati sinx <1, tedy funkce je
ohrani¢end shora. Protoze funkce je ohranicend shora i zdola, je na svém definicnim oboru
ohranicena.



Matematika

Ulohy 1.2.
1. Rozhodnéte, zda se rovnaji funkce:
X x2+x-2
a) fiy=i7, gy=1D0) fiy=—"7—, giy=x-1,
|x| x+2
X +xt+x+1
) fiy=—"——"—, g:y=x+1.
x“+1
2. Rozhodnéte, zda funkce je suda nebo licha :
x4+ 2x X x*+1
a) fy="——"", b) g:y=2tg ———|, C) h:y=log, ——,
|x| 2 4 X -
d)i:y=—x"-2x+1, €) j:y=sgnx, f) k:y=cosx—2V1-x>.
3. Rozhodnéte, zda je funkce periodicka a urcete jeji periodu :
a)f:y:e‘x‘, b)g:y:tgg, c) h:y=2sinx.

4. Urcete intervaly, na nichz je funkce rostouci nebo klesajici a urcete, které funkce jsou ryze
monotonni:

a) f:y=[2x-3-x, b)) g:y=x>+2x+5, c)h;y:r_x,
—X
7 2x
d) k:y=—tgx, e)l:yz(gj :
5. UrcCete, pro které hodnoty a € R jsou zadané funkce rostouci (klesajici) :
a-3Y
a)f:y=( j , by g:y=1log, ., x.
a+5 ks

a

6. Rozhodnéte, které z nasledujicich funkei jsou prosté :

a) f:y=3x-6, b)g:y=cos(x—%}, C)h:y:hl(2x+3).
7. Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou ohranicené :

a) f:y=x", b)g:y=2x+1, ¢C)h:y=I1+cosx.

Vysledky uloh 1.2.

l.a) f#g D(f)=R\{0}.D(g) =R,

b) f =g, D(f)=R\{~2}, D(g)=R,

¢) f=g.D(f)=D(g)=R.

2. a) licha , b) neni ani licha ani suda, c) suda, d) neni ani licha ani suda, ¢) licha, f) suda.
3. a) neni periodicka, b) je periodickd p =2x, c) je periodickd p =r.
4. a) klesa prox e (— 00, %j , roste pro x € (%, + ooj , neni monotonni,
b) roste prox > —1, klesa pro x <—1, neni monoténni,

c) roste na intervalech (—oo, 1)U (1, +o0), neni monoténni,

d) klesa na intervalech definicniho oboru, neni monotoénni,
e) roste v R, je ryze monotonni.

5. a) rostouci pro a e (—oo, —5), klesajici proa € (3, + ),
b) rostouci proa € (0, + oo), klesajici proa € (— 00, —l).
6.a)ano, b)ne, c)ano.

7. a) ohrani¢end zdola, b) neohranicend, c) ohranicena.
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1.3 Slozena a inverzni funkce

SloZena funkce

Definice 1.10.: Necht je dand funkce u =¢(x) s definicnim oborem D, (@) a funkce
v = f(u), ktera je definovana na mnoziné¢ D(f). Necht D(¢) je takova neprazdna podmno-
zina mnoziny D, (¢), ze pro kazdé ¢islo x € D(¢) patii pfislusné ¢islo u = ¢(x) do mnoziny
H(p) = D(f).

Ke kazdému x € D(¢) nyni piitadme hodnotu y = F(x) = f(¢(x)). Tato funkce se nazyva

slozena funkce, pficemz f je jeji vnéjsi slozka a ¢ vnitini slozka.

Pro skladani funkci se pouziva rovnéz oznaceni F = fo¢ (Cteme fpo ¢).

y=Fx)=7lgx)

Priklad 1.7.
Z funkci f:y=+2x+1 a @:y=3x> —4 vytvoite slozenou funkci: a) f o, b) o f.

Reseni: a) f o= f(p(x) = 2(0)+1=/23x> —4)+1 =/6x* -7,
b) pof =p(f(x)=3.r* —4=3(2x+1] —4=3]2x+1]-4.

Piiklad 1.8.
Slozenou funkci f: y =sin(2x+1) rozloZte na slozky.

ReSeni: Vnitini slozkou je funkce @ :u =2x+1,

vnéjsi slozkou je funkce f:y =sinu.
Priklad 1.9.

< - .o PRV 1 v
Urcete definicni obor sloZené funkce y = F(x), kterd ma vnitini slozku ¢ :u = — a vn&jsi
X

slozku f:y=~u-1.

ReSeni: Slozena funkce mé tvar y = F(x) = f(¢(x)) = f| (lj = 1 -1.
x X
Funkce u =@(x) ma definicni obor D, (¢)=R/ {0} funkce y = f(#) ma defini¢ni obor

D(f)= <1,oo). Defini¢nim oborem slozené funkce F'(x) je mnozina ¢isel X z mnoziny D, (@),

. , 1 L, .1 . .. o,
pro ktera plati u =—>1. ReSenim nerovnice —>1 interval (O,l> , coz je defini¢ni obor zada-
X X

né slozené funkce.
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Inverzni funkce

Definice 1.11.: Necht' y = f(x) je prosta funkce s defini¢nim oborem D(f’). Funkce, ktera
kazdému Cislu y € H(f) ptifazuje takové Cislo x € D(f"), pro které plati y = f(x), se nazy-
vé inverzni funkce k funkci f(x). Zna¢ime ji /', tedy x = f'(»).

Provedeme-li ziaménu proménnych y <> x, Ize psat inverzni funkce ve tvaru y = f'(x).
Tedy tak, aby nezavisle proménnd byla oznac¢ena pismenem X, jak jsme zvykli.

Obory funkci f a f' jsou vzajemné zaménéné, tedy je D(f)=H(f ') a H(f)=D(f ™).
Grafy funkci £ a f' jsou soumérné podle ptimky y = x.

Priklad 1.10.

Urgete inverzni funkci /' k funkci f:y=3x-1.

Reseni: Funkce f je rostouci v R, tedy prosta. Existuje k ni tedy inverzni funkce f~'. Uréime

jitak, ze z rovnice y =3x—1 vyjadiime proménnou X a poté zaménime promenné x <> y :

f:y:3x—1:>x:§+%, D(f)=rR=H(r")

fiy=2es, ) =Rr=H(p)

h
f—l
%l,ﬂ' 1 2 3 X
A
Ulohy 1.3.
1. Urcete funkci # = f o g ajeji definicni obor:
a)f:y:\/;, g y=tgx, b) f:y=log,x, g:y=2x-3,
. -1
C)f:y:\/;, g:y=1-2sinx, d) 1 :y=arctgx, giyzx—ﬂ.
X
e) f:y=sinx, g:y=logx, f) fiy=e', g:y=+J4-x.

2. Rozhodnéte, zda k danym funkcim mohou existovat funkce inverzni :
a) f (n) udava podet studentti denniho studia na VSE, ktefi maji narozeniny n-ty den v roce,

b) f (x) udava tlak vzduchu v nadmotské vysSce X metrii nad mofem,

c) f (x) udava elektricky proud protékajici vodicem s odporem x ohmu pfi konstantnim napé-

ti na koncich vodice.
3. K danym funkcim urcete funkce inverzni (pokud existuji):

a) f:y=~4—x, xe(—oo,4>,b) g:1y=x>—1, xe<0,oo),

C) h:y=x>+3, xeR, d) k:y=log,(2x+3), xe —E,oo :
’ 2
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4. Dréha s zavisla na Case t je dana funkci f:s= f(t) =120+80¢ .
a) Napiste rovnici inverzni funkce ',

b) vyjadtete slovy, co funkce f~' udava.

5. Rozhodnéte, zda plati véta: Je-li f:y= l, pak /' =7.
X

Vysledky tloh 1.3.

1.8) h:y=.tgr, D(h)= U<kﬁ,%+kﬁj,

keZ

b) Ay = log, (2x—3) D(h):(—,ooj,

c) h:y=+1-2sinx, D(h)= U<§7Z'+2kﬂ', %72’+2k7r>,

keZ

d) h:y:arctgx—:,D(h):R\{—l}, &) h: y =sin(log x), D(h) = (0, ),

N h:y=e"™,D(h)=(-o0.4)
2.a)ne, b)ano, c)ano

3.a) fliy=4-x", D(f‘l)=<0,00), b) g 1y =x+1, D(g‘l):<—1,oo),

¢) funkce h neni prost4, neexistuje k ni funkce inverzni, d) k™' : y = %(3" —3), D(k’1 ): R.
4.0) f = %s —% ,b) 77" udava ¢as t, potfebny na vykonani drahy s.

5. ano

Shrnuti kapitoly

Pojem funkce jedné proménné, jeji obory a graf funkce.

Funkce je predpis pfitazujici kazdému cCislu z defini¢niho oboru jedno ¢islo z oboru hodnot.
Graf funkce je mnozina bodu [X, y] v roviné takovych, ze y = f(x).

Zakladni vlastnosti funkce: sudost a lichost, periodi¢nost, monoténnost, ohranicenost
a prosta funkce.

Funkce je rostouci, jestlize s rostouci hodnotou proménné X rostou hodnoty f(x). Podobné
se definuje funkce klesajici. Funkce, ktera je pouze rostouci nebo pouze klesajici, se nazyva
ryze monotonni.

Funkce f(x) se nazyva prosta, jestlize ke kazdému y existuje jediné X takové, ze y = f(x).
Jestlize jsou vSechny hodnoty f(x) kladné, nazyva se funkce kladna, jsou-li vS§echny hodno-
ty f(x) zaporné, nazyva se funkce zaporna.

Je-1i graf funkce soumérny podle osy Y, nazyva se funkce suda.

Je-1i graf soumérny podle poc¢atku, nazyva se funkce licha.

Jestlize se hodnoty f(x) pravidelné opakuji, nazyva se funkce periodicka.

Jestlize vSechny hodnoty funkce lezi v intervalu <D, H > , nazyva se funkce ohranicena.

Pojem sloZené funkce a jeji rozklad na slozky.

Slozena funkce je definovana vztahem F(x) = (f o g)(x) = f(g(x)). Funkci f nazyvame
vnéjsi a funkci g vnitini sloZkou sloZzené funkce.
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Pojem inverzni funkce, nalezeni k dané funkci inverzni funkci.
Inverzni funkce £~ k dané funkci £ je definovana tak, aby platil vztah £~'(f(x))=x.
Inverzni funkci je mozné vytvotit pouze k prosté funkci.

Kli¢ové pojmy

e funkce, e kladna a zédporna funkce,
e defini¢ni obor, e suda a licha funkce,

e obor hodnot, e periodicka funkce,

e graf funkce, e ohranicena funkce,

e rostouci a klesajici funkce, e inverzni funkce,

e prosta funkce, e slozena funkce.

Samostatny test

A. Teoreticka cast

I. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

a) Osay je grafem funkce.

b) Osa x je grafem funkce.

c) Existuje funkce, ktera je zaroven suda i licha.

d) Existuje suda funkce, ktera je zaroven ryze monotonni.

e) Predpisem f:y*> =x je zadana funkce.

f) Piepisem g:y=x’ je zaddna funkce.

g) Ke kazdé funkci, ktera je rostouci v defini¢nim oboru, existuje funkce inverzni.
h) Funkce, které jsou vzajemné inverzni, jsou prosté.

B. Prakticka ¢ast
2. Urcete defini¢ni obory funkei:
8—x

a) f:y=vVx>—5x+6, b) g:y=I(2x-4), ¢) h:y= e
X

3. Rozhodnéte, kterd z uvedenych funkei je sudé a kterd lich4 :
3

a) f:y=x"+cosx, b)g:y:xz_l, C)h:y:%.
x°+1 X

4. Rozhodnéte, které z uvedenych funkci jsou prosté:
a) f:y=2, b)yg:y=3x—1, ¢) h:y=x".
5. K funkci £ na daném intervalu uréete inverzni funkci ' a stanovte jeji defini¢ni obor:

a) fiy=x>—1, xe(—oo,0>, b) f:yzz;)lc, xeR/{—l}.
X+

6. Urcete slozenou funkci /4 = f o g a stanovte jeji definicni obor:
a) f:y:\/;,xe<0,oo);g:y:x2—9,xeR,
b) f:y=—x +2x—1,xeR;g:y:\/;,xe<0,oo).




